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Dimensietheorie door J. Kemperman.

Vooriracht Actualiteiten op Zaterdag 30 QOct.

De ruimte waarin wij leven wordt drie-dimensionaal genoemd, even-
als de hierin voorkomende lichamen. Gewoonlijk wordt dit spraskgebrui
gerechtvaardigd door er op te wijzen, dat we aan deze verschijningen
een lengte, breedte en hoogte kunnen onderscheiden. Om snaloge redenen
vezigt men in het spraaskgebruik termen eendimensionasl ~ resp. twee-
dimensionaal -bij de omschrijving van de semi-wiskundige begrippen lijn
en oppervlak.

De opstelling van de Buclidische.meetkunde vindt zijn aanleiding
in de waarneming aan de buitenwereld. Er moet dus een zekere isomorfie
zijn tussen deze meetkunde en ons ruimtelijk inzicht. Het heeft dus
zin te zoeken naar een wiskundig parallel van het intuitieve begrip
dimensie. En wel moeten we eisen, dat volgens deze definitie van de
Euclidische ruimte E” een dimensie n toekomte

Men defimieert E® als de verzameling van alle vectoren '
X = (X ....,xn) met de componenten X, als willekeurige rsele ge-
tallen. Deze verzameling wordt een ruimte door de metrisering

1Z - ¥ = )/? (x; - 1;)°
2

Het zou veor de hand ‘1iggen E® een dimensie n.toe-te kennen krachtens
het aantal onafhankelijke parameters in En ¢veg.1l. 00k het spreekge-
bruik aantal dimensies = aantal afmetingen) De onderzoekingen van
Cantor hebbern evenwel geleerd, dat E? en E* de zelfde machtigheid
hebben dew.2« vOoCr ieder natuurlijk getal n.kan E" ééneenduidig ba-~ ,
schreven worden door een enkele parameter te (-se<t < + 20 ). Veor
# M >i is dan evenwel de functie X(t) (t€E! enX € En) of zijn
nmkemng niet overal contmu, zodat nog niet volgt dat B homeomort
is met E'. Wanneer ET en E (m-;; n) homaomcrf waren, den zZou een na-
tuurlijke definitie van dimensie (die san E® een-dimensie n toekent)
geen enkele topologische betekenis kunnen hebben. Gelukkig bewees
Bmuwer in 1911, dat een dergel:.;}ka homaomorﬁe anmogelijk iﬁh

nri Poincaré sohreef kort voor zijn deod (1’*12) in Revue da
aphysique et de Morale: "Je fonderai.la-dbtermination du mombre
';,‘,inns sur la notion de soupUres«ss«s Un contim g & ,‘
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sions quand on peut le décomposer en plusieurs parties en y pratiguant
une ou plusieurs coupures qui soient elle-mémes des continus & n-1
dimensions; c'esgt une definition par recurrence".

Uit dit citast blijkt, dat Poincaré intuitief het begrip dimensie
zeer diep heeft doorschouwd. Brouwer gaf in 1913 zijn berocemde defini-
tie van "Dimensionsgrad', welke definitie kan worden beschouwd als een
mathematische précisering van de ietwat vage omschrijving van Poin-
caré. Tevens bewees hij, dat E® de "Dimensionsgrad" n heeft. Daar de
"Dimensionsgrad" een topologisch begrip is (invariant voor homeomor-
fe afveeldingen), bewees Brouwer hiermee ten tweede male, dat E® en
el (m#n) niet homeomorf zijn.

De publicatie van Brouwer bleef lange tijd onopgemerkt. In 1922
stelden Menger en Uryscohn (onafkankelijk van Brouwer en van elkander)
de volgende recurrente definitie ven dimensie op, die zeer analoog is
met de definitie van Brouwer.

Def. 1« 1« De lege verzameling heeft de dimensie -1,

2. Een metrische ruimte X heeft een dimensie £ n als elk
punt P van X willekeurig-.kleine omgevingen heefi, waarvan de rand
egen dimensie < n-1 heeft. : ‘

3. We zescen, dat X de dimensie n heeft, gls n het kleinste
gehele getal voorstelt, waarvoor dim. X € n. Bestaat een zedanig ge-

heel getal niet, dan zeggen we, dat X de dimensie co heefts

Defs 2. Een metrische ruimte X heeft in een punt x , éen dimeneie n,
als n het kleinste gehele getal is, waarvoor nog willekeurig.kleine
omgevingen van X, bestaan met een rand van dimensie 4 n-1. Bestaat
z0'n geheel getal niet, dan zeggen we ’da*b X in x, een cneindige dimen-
gie heeft.

Met behulp van Def. 2 kunnen we Def. 1 ook als volgt formuleren:

Def. 3. De dimensie van een ruimte X.is <n als X in ieder punt X, van
een X dimensie < n heeft. Onder dime. X verstaan we het kleinste ge=-
hele getal -met deze eigenschap. BRestaat zo'n geheel niet, dan s chrij-
ven we dime X =00 '

De artikels van Menger en Urysohn ontketenden een lawine van pu~-
‘blicaties (Brouwer, Menger, Urysohn, Hurewicz, Nobeling enz.), die
bijdroegen tot de theoris van het begrip dimensie. Het kristallisesr—
proces duurde niet veel langer dan een tiental jaren. Toen kon de tow-
pologie roemen op een heerlijk juweel, flonkerend in zijn tallos.
nooit gedroomde facetten: de dimensietheorie. |



‘§ 1e Begripp&n_u

De in de dimensietheorie beschouwde ruimte X wordt steeds metrisch
verondersteld (motivering volgt)s Onder een open deelverzameling
U C X verstaan we dan een zodanige verzameling, dat bij elk punt

x, € {J een positief getal &  bestaat, zodat:

X € X ehn }x-xo‘<g impliceren '.Y.‘GX

*

In het bijzonder is X zelf een open verzameling. On-der een omgeving
U ven een punt X, zullen we elke open verzameling U verstaan waar-
Mcr . £ Ue

§ Een deelverzameling F C X heet afgesloten als het complement

;F*F t.0.v+« X een open vergameling is. .

f Zij Y een metrische ruimte en X C Y. We kunnen Y weer als metrische
Emmte opvatten door voor twee punten 5 en PR van X degelfde afstand
te kiezen, als zij in de metriek van ¥ ocorspromkelijk hadden. Een ver-
Ebameling Umet UCX CY kan dan open zijn teo.ve X, .terwijl.U als
deelverzameling van Y beschouwd niet open is (Kies b.v. U=X}. We noe-
handaarcm de begrippen "open" en "afgesloten" relatieve begrippen.

Voor onze metrische ruimte zijn de begrippen: limiet van een af-
%tel‘bare puntenrij, accumulatiepunt van een deelverzameling A van X,
ﬁilrect duidelijk.

* -

e

& Onder de afsluiting X van A t.0.v. X verstaan we de veraniging van
I en al zijn ia X gelegen accumulatiepuntens De eigenschap A = A is |
%aqulvalent met het afgesloten zijn van A.-

A

=

. Onder de rand R(A) van A t.0.v. X verstaan we de verzameling van
alls punten PE€ X, zo dat in iedere omgeving van P (hoe klein ook)
nog altijd punten van A &n punten buiten A liggen.

E_En wel geldt zoals we gemakkelijk nagaan

‘R(A) =k . (X-A) + (X-A).A

#

enels de ‘negrippen "open!" en-"afgesloten" zi;jn de begrippen “a.fslui-w
g&bing" enc}/relatleve" begrippen. Deze opmerking is van belamg bij toe-
paasing van de dimensiedefinitie van Menger-Urysohn. Zij be.v. X een

[ eelverzameling van E® en X, een punt van X+ Een omgeving-V van t:r.o
t+9.v. X kan dan altijd apgevat worden als de doorsnede V=X.U van X-
et eenzkere emgeving U van X, t.0.v. E. De rand -R¢(V) van V *B.mv.
is dan de deorsnede van X met de rand R(U) van U t-@’fv. En. ”

gozbeeld. Zij I de deelverzameling van Em bestaarnde uit a.lla ;tmmm ‘
‘waameor de bapalende coordinaten irratiﬂnaal 2ijne 2ij X4 %ﬂ
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van I « Kies als omgeving V van X, teoeve I de doorsnede van }22 met
een open, assenparallele rechthoekig blok U in BT y Waarvoor-de
‘hoekpunten raticnale coerdinaten hebben. De rand van V te0sve I is
de doorsnede van R(U) t.0:v. ET met I,,dus leegs Daar het blok Op de
aangegeven-wijze altijd.nog willeke r-:Lg klein gekozen kan worden
;’volgt dime Im = 0 (dim. I m/ \ -/ daar IIn niet leeg).

“ Behalve metrisch zalde ruimte X ook steeds separabel verondersteld
ﬁworden. Dit houdt in het .bestaan vam een aftalbare deelverzameling A
ven X, Ye33cht 1igt in X dewezs X = X

Reeds bi] de formulering van de dimensiedefinitie bezigden we
het metrisch zijn van X ("willekeurig kleine omgevingen"). Deze me-
triek is evenwel niet essentleel in die zin, dat ook voor algemeen
g,mpologische ruimte (waarin apriori een omgevingsbegrip wordt gedefi-
"*ae;x'd) s een definitie van dimensie gegeven kan worden, die voor me-
‘cha ryimtes met Defe 1 samenvalt. |

.‘, ef@ 40 1é De dimensie van de lege verzameling 13 =1.

: . 2. Ve zeggen, dat voor een topologischs ruimte X geldt dim.
‘Vn, als bij elk punt = en elke omgeving U van 73, (dus
A, e 4 ), een omgeving V van (, bestaat met V C U zo dat dim.
¥ < n-1 ‘als R(V) de rand van V voorstelte

' De reden vande beperking tot metrische separabele ruimtes ligt in
;*b‘;:feit‘, dat alleem voor deze ruimbes eigenlijk nog sprake is van

gen dimensietheorie. Bij de bwijzen van practisch elke stelling uit
‘iihuidige dimensietheorie (waarbij we het bewijs rekenen vanaf de
primaire gegevens : metriek en separabiliteit) maakt men eepn essen-
| el gebruik van de extra-gegevens. ' '

Een afbeelding van een ruimte X in een ruimte Y heet gontinu als
V:Qr‘igineelverzameling van elke open verzameling in Y een open |
ameling in X is. Twee ruimtes heten homeomdrf, als tussen X en Y
eeneenduidige afbeelding bestaat, die naar beide rioht:mgen con=-
ige. De afbeelding noemt men dan een topologische afbeelding of
omor:t‘ia Alle voor topologische afbeeldingen jinvariante begrippen:
Jemt men topologische begrippen ("open", "afgesloten", “rand" enz-).
E‘In het ‘blgzonder geldt:" Het begr ip dlmens.w is een toyowglsch be~

gr»p", zoals we gemakkelijk nagaana .



§ 2. Stellingen.

. Uit de definitie van dimensie volgt onmiddeldjk:

Def. 5. Een niet lege ruimte X heeft de dimensie O(resP.nQals elk
punt p van X willekeurig kleine omgevingen U.heeft met lege rand
(resps met dimensie ‘g.n-1).‘Hieruit volgt o«as dat een niet lege
deelverzameling van een verzameling met dimensieo(resps. ¢ n) weer
cen dimensie O (resp. £ n) heeft.

.

7Zij X een hoogstens aftelbare ruimte. Een punt p van X heeft .
tot de hoogstens aftelbaar vele punten X, van X een hoogstens aftel-
basr santal afstanden |p - x| . Dus kan ? >0 willekeurig klein
gekozen worden, en toch verschillende van alle getallen |p - X !

Een bolvormige open omgeving van p met straal§3 heeft dan in X een
lege rand. Hieruit volgt

Stelllng{ Iedere niet 1ege, hoogstens aftelbare ruimte X heeft de
dimensie nule. -

iIn’het bijzonder is de verzameling Rn van alle punten in EP met ra—‘
tionale coeordinaten een nuldimensionale verzameling. Analoog me?
Stelling 1. volgt, dat elke niet lege deelverzameling van E', die
geen intervallen bevat de dlmen31e nul heeft bevs het dicontinuum C
van Cantor.

Qef. « Als A, B en C drie paarsgew1gs dlsguncte deelverzamellngen
van een ruimte X zijn, dan heten A enB gescheiden door C, als X~Ce
Kan worden geschreven als

X-C = A + 3B

met A CA L BCE -, ALB =0 ‘
ﬁerwijl.ﬁ en B' t:0.v. X~C als relatief~ruimte beide open (en dus
oak beide afgesloten) verzamelingen zijne

- Wij zeggen, dat A en B in X geschelden llggen, als A en B ge-
‘schelden worden door de lege verzameling.

Deflnltle 51is aequlvalent met
Def. 6+ Dime X £ n als ieder punt p van elke p niet bevattende af-

"'h

gesloten verzameling B kan worden ‘gescheiden door een afgesloten ver-
zameling C van dimensie £ n-1. : , '
Bewijse Nodig —» We vatten de open verzameling X~-B op als een om=
geving van pe Elke metrische ruimte is regulier (en zelfs normaal)

Dus bestaa'b een Open omgev:mg V va.n p me’t V C;‘IX-B. Wegens dlm. X< n

.
S ot S i .

~J Een top. ruimte heet regulier (resp. normaal) als big ieder punt
van X (resp. afgesloten verzameling A) en elke ogggvzng U van.p
reSpnA) een omgevmng V van p (resp.AJ bestaat met QTU- Shoine
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is erweer een omgeving W van p met ¥V (CV waarvoor R(V) een dimensie
n-1 heef4, Uit W CV .volgt V €V € X - B, zodat B € X ~ W.

Omdat -alle buiten W resp. (I-7) gelegen accumulatiepunten van W

(resp. X-W) im R(VW) 1liggen, zijn de verzamelingen W en X5 afgesloten

te0eve X-R(W)e« En wel geldt pe Wen B X ~‘W} zodat de afgesloten

R(W) met dim. R(W) € n-1 de verlangde separatie leverts.
01éuu nele —3 ONa o
Merk op, dat bi]j het bewijs van de aequivalenties van Def. 5 en

Def. 6 de normaliteit van X is gebruikt.

- De twee volgende stellingen ult de dimensietheorie zijn bijzonder ’
ibFB_L LIED ijk

?fwa .1ing 2+ Een ruimte X, die opgevat kan worden als de aftelbare som
wan algesloten deelverzamelingen met cen dimensie g. n, heeft zelf

gﬁﬂk een dmmensne-& Ne

2l » Nodig en voldoende opdat X een dimensie £ n heeft, is dat
wlk tweetal disjuncte afgesloten verzamelingen A en B kan worden-ge-
ﬁ@heidpn door een afgesloten verzameling met een dimensie 4. n-1.

: Bij het bewijs, moet men beide.stellingen splitsen in een stelling
%ﬁtr&kking hebbenda op n = 0 resp. op algemene n. We zullen ter onder-~
Boheld spreken.van stelling 2 2, (resp. st. jn ) en stelling 2,
(resp. st. 3 ).

De bewljsvoering verloopt dan volgens het volgende schema:

[v.N, }s
Yy vl 2
5 ”“&\\\///x” ‘ « 3
SV, Y
3, L
b //“f"[i17
P
‘ ; ‘k\?’
2
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Stelling 2 en stelling 4 wordem direct uit de definitie van dimen-
sie afgeleids Hierbij werd resps de volledige !) normaliteit en de
separabiliteit van de ruimte X gebruikt, hetgeen aangegeven is door
de letters S en V.N. Behalve voor de stellingen 4,5,20 ’ 36 geldt
het bewijs:niet meerals de ruimte niet separabel of niet volledig
normaal ise ‘

De stellingen-3, en 6 worden gelijktijdig verkregen uit de stel~-
lingen 4,5 en 3, « Dit hangt samen met een samengesteld inductiebe-
wijs. We zullen nu de stellingen 4 t/m 8 nader noemen.

Stelling 4+ Fen deelverzameling X' van een ruimte X heeft een dimensie

< n dan en alleen dan, wanneer leder punt van X' in X een W1llekeur1g;
Llelne omgeving.-heeft, waarvan de rand X! een doorsnede heeft met een
dimensie £ n-1.

Stelling 5« Als A en B twee declverzamelingen van een ruimte X'zijn,
dal’l geldt . . - . B
' dime (A+B) é____ 1 + dime A + dime B

&

Sﬁelligg 6+ Zij n eindig. Een ruimte X heeft dan en alleen dan een
dimensie £ n , als X de som is van een deelverzameling met een di-
menzlie < n-1 en een deelverzameling met een dimensie £ O

Stelling 7« Zij A een wuldimensionale deelverzameling'van X+ -.Laten C1
en 02 twee disjuncte afgesloten deelverzamelingen van X zijne. Dan be~-.
staat er een afgesloten verzameling B, die 01 en 02 scheidt zo dat

A B =0,

Stelligg 8+ Zij A een deelverzameling van X met een dimensie £ n. .
Laten 01 en 02 twee disjuncte afgesloten deelverzamelingen‘van X'zijn,~
Dan bestaat er een afgesloten verzame’ing B, die G1 en 02 scheidt,

zo dat dim. A B <1 n-1e

Als voorbeeld geven we nu het bewijs-van stelllng 8+ Laat dus aan de
gegevens van gtelling 8 voldaan zijne o

1s Zij vooreerst m=0. Dan is ofwel dime. A= -1 en is de Stelling tri-
7laal, dan wel dlm- A= 0 in welk geval de bewerlng op stellmng T is
Lerug te brengen. .
2+ 7Zij n> 0. Dan is A volgens stelllng 6 de som van een verzameling
met dimensie £ 0 en gen ve;zamellng D met dimansie £ n~1. Volgens
Stelllng T bestaa$ een afgesloten verzameling.B die G1 en 02 scheidt
20 dat EB = O Hlerurb volgt AB =D B CZ}) zod,a‘b dime. A Bg n-1.~

e
4y

Een ziet gemakkellak in ,dat stelllng 2 aen blgzonder geval is van
3te’ling 8.

"‘“‘”“Mb‘\—‘wm s

1) Ben ruimte X heet volledlg normaal wanneer elke daelverzameiing
618 relatlefnrulmte beachouwd) normaal is~i~;¢3’ _ s -
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5 « Toepasgingen.

e
#

1. Zij R de verzameling van alle punten-in E® met precies n-ra-
ﬁiomm caordinawm ¥oor elke greep 11...1 uit de getallen 1,«¢¢n
»,n elke keuze Tyeees¥, Van rationale getallen, is de doorsnede Cy
wan het hypervlak Vk

:ré,"—"tfv"" T =

bm )

met de ruimte Rn isomorf met I, o (de puntverzameling bestaande uit
alle punten van E™ met uitaluitend irrationale coordianten) en
heeft dus een dimensie nul (zie § 2). Tevens.is Cy een afgesloten
deelverzameling van. R als doorsnede van (de t+0eve. ? afgesloten ver—
zameling) Vk met P . Daar er slechts aftelbaar vele verzamelingen Cy -
mogelijk zijn, volgt uit Theorema 3, , dat R de dimensie nul heeft.

' 2+ Eenvoudig is-te zien,-dat dim. E® <: n.In § 4 zullen we aantonen
dat dim. E®> n. Dus dim. EP =

3» 2ij o4 m £ n. Onder Mg verstaan we de verzameling van alle
punten in E® met hoogstens m rationale coordimnaten..Onder Lﬁ de ver-

zameling van alle punten met minstens m coordinaten. Dan geldt

o] m
Mﬁ = R + R +-.--+Rn

Ly = R} + Rm'**«;—mmn

Jeder der R"g heeft de dimensie nul.,
Uit stelling 5 volgt dan

3 m . . m,._
dime. Mn <m d:.;p Lngn m

‘Nus is ER = Mg + I.-ﬁ en dim E® > n. Weer wegens stelling 5 moet nood—
- zakelijk gelden

*

dim. Mﬁ =m - dim.. Lg =1 - fn- ‘
Bijzonder-interessant is de n-dimensionale verzameling MMH .
Het is eem z.g. universeel n-dimensionale ruimte d.w.z. elke ruimte
X met dim. X £ n is homeomorf met een deelverzameling vanMQ: 4 -
'tfﬂrW:)’ d’;m H?uﬂw’ﬁ. : ,

b+ dim. 2° 2z B

”

*

Met S” duiden we altijd de rand van een Euclidische bol in 2 o aan. Dan
geldt s

Stelling 9. Voor X €5, en ogfy/ bestaat er geen continte
rumtie :f('t:,m: ) met fumtiewaarden in S en met de randvoorwaarden



9.
£(0,% ) =X f£(/,X )= constant.

Aanschouwelijk betekent dit, dat we nooit een vlies van een mas-
sieve bol kunnen verwijderen zonder het to scheuren. We zullen dezs
stelling niet bewijzen. Uit stelllng 9 volgt direct de aanschouwelijk
ZECE sPrekende

Stelling 10. Zij K een afgesloten bolvormige omgeving in E® met
rand Sn 4" Dan bes+aat er geen continue afbeelding van XK in S -1
waarbij alle punten van 3, _, invariant zijn.

Buwiisze Stel, dat de beschreven afbeelding F wel bestaat. Dan zou
de functie |

£20(t,x) =F ( (-L)x)

n ’
met 2OC € Sn-‘! en ftt,2¢ )€ Sn~1 aan de stelling 7 verboden rand-
voorwaarden voldoen. '

Stelling 11. (Het dekpunttheorema van Brouwer). Een afbeelding -f
van een afgesloten boelvormlge omgeving K (in E ) in mohzel:f heeft

altijd een dekpunt d.wez. een puant waar'voor 15(1) .
N.B« Onder een afbeelding zuvllen we altn.;)d een contlnue afbeelding
verstaane. » .

Bawijge Stel de bewering is onjuist..Voor elk punt X € K, geldt dan
f(x) =X, zij S,.q de rand ven K . Verbindt elk punt X met £(x)
en verleng dit: segmcnt aan de kant van X« Het snijpunt met Sr 1
noemen we g(x)+ Dan zou g(x) de in stelllng '% erboden eigenschap heb-
ben. .

«

Stelling 12..243 I, de kubus in E van alle punten (X: - - Xy ) met

X, RE e Zij G de zijde :! s C de tegpnoverllggende. Als
i X
B, (L= ,4 ...m ) een afgesloten vemamellng is, die C, en C; scheidt,
AQJ’I z Jt | |
o 3o B, 0
BeW:Lgs-Bi scheidt Ci en Cy betekent:
St
o i
Cpc Ui ; 03 € .Ui
U. U. = O, ‘

T3 i

“térwijl U; en U o:pen zljn in 1 = B en dus ook in 1n fl’ B is
open in I )« Voeg aan X € I, ee:n vector B0 (‘x) toe met als
ai,solu‘se waarde van de :i.-—de exponent de afs*band van 3 tot Bi '

Lo .,(x)>0 va,ls :)ce’ /UL ,Q‘_(g) als Q(é 8 o u’




10.

‘Bevestig de vector 4" (1) aanket 3umi 37 als begiapunte Noem het
‘eindpunt f{x). Dan ig £(x) een efbeeléding van I, in zichzelf, dis aan
celle voorwancden van steliing 11 voidget. ( [, ls homsesorf met een
efgesloten bolvormige omgeving In »™ . Do veigens het dekpunttheorcme
38 voor zekerd pung £lX) =X dswets a4l =¢ ofwel L& B,; VWA
§2{>d9,“3'; B En,;;": il

* *

d

Stelling lie 733 X sen ruimbe meb dimensie < n-1, Leten Oy, Cf

R l..“”h,rb}nyaron diainnete agesioten verzamelingen zijne Dan

“pessash voor Lo« /. L men nizuglrten rerzamaling Bi die Gi en Gi
svneidd, zo dat B,,.... B = U

¢at 8. Shelling 2 leert het besgtaan ven een afgesloten verzameling

; tie Oy en Gy gchelds en wasrvasr dims B, = n-2. Ult stelling 8

v2lgt dan het bestaan van eem afgeeloien varzameling Bz, die cg en

02’ scheidt, en waarvcor dim. B, =< n-3. Daurgaand vinden we tenslotte
een afgesloten verzame“ing., ’ a¢° C en G gcheidt en waarvoor

- L

dime By eo-:B, <= -1

L] L] » LR T Y -

d*WtZ' B, nagaeBn = Oa

» * *

mumw m& dim‘ En 2 Ne * . . . .
ewiig: We tomen san, dat dims L, >»n .« Zij nu dime L, =n-1. Mes
de stellingen 12 en 13 verkriigen w2 onmiddellijk een contradictiss

* i

§ 5. Andere definities en dimensies-

* ‘ .

A. Tesbesgue (Math:Ann.) farmuzleorde in 1911 het velgende lemma, dat
hij evenwel niet correct beweee.

Lemma. Bij een verdeling ven I, in eindig vele voldoend kleine deel-
verzamelingen €, , die elk op zevat xvnnen worden als de som van eindig
vele afgesloten kubussen, is er minstens één punt van [, , dat tob
(r41) verschillende C; behoort. Iu 1913 werd dit lemma door Brouwer
bewezen en later nog dsor vele anderen. Hat-bleek, dat C; niet uid
kubussen behceft te kunmen wordem opgebouwd. Het lemmas bliéft juiwt

als C4 afgesloten zonder meer is.

Men kan I, verdelen in willekeu ig kleine afgesloten verzamalingan
Cy» zo dat- ieﬁar punt van I, boogstens tot n+1 verschillende C; be-
hoort.-(n.l. een verda]img analucg met het verband van een gamete?1u®
muwe) » Bx:jkhaar heeft I, de valgende eigsnechap - Ppe |
&~£»Wa meggan ;dat esn aompaqte ruimﬁe X Ads aigansuham P hﬁ&it, alﬁ @



as Blj elkevoldoend fijne c¢rordekking van X met afgesloten verzameling
Y,... 0 is er minstens é4n punt var X, dat tot minstens n+! verschil-
Lende ﬁarZamelingen C. behourt

p: Br zljian nog willegeupig Fiine pverdekkijeen van X met eindig vele
afgsﬂloten verzamelingen Gip 76 Gat r+2 verdchillende Ci een lege

wide hebbens
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Zeals men gemakkelijk ziet is deze eigenschap P van een compacte
rulmee ¥ een tepologiseh begrip. Honecmorie afoee‘dvngpn ven I, nlI
( m£n) zijn dus onmogelile

Menger en Urysohn (Fund. Math. VIII) bewezen, dat veor een compacte
ﬂee¢ve*zamellng X van een Kuclidische ruimbe elgenschaplalaequlvalent
5.5 met de elgens~hap dime X, = Do ‘

Dit geldt dus voor alle eindig-dimensionale compacte verzamelingeﬂ,

die n.l. homeomorf zijn met een {evemeens compacte) deelverzameling

van zekere Euclidische ruimte. Voor deze verzamelingen drukt de eigen=-
schap P een direct aanszhouwelijke eigemschap uit. Dit in tegenstelling

3

met de recurrent fedefinieerde owmansie.

B» Reeds in W909 introduceerde PFrechet het begrip dimensietype naar
aan,emdmng ven ae definitie van de kardlnaalgetallen-

Def- Men ect van cen ruimbte X, dat zijn dimersietype == is dan dat
van ecn ruimte ¥, als X aameom‘r? is me¥ cen dae?verzamellng vai ;?
Als bevendien dimanaletype -~ < dlmensietype ~X, dan heten X en ¥
van hetzelfde dimensietype» o o

Natuurlijk blijft de mogelijkheid oppn, dat noch X +opologisch in
Y, noch Y t0pologiseh in X kan Worﬂer ingebed‘ De dlmengletype heten
dan onveroell;}kbaaru : ' :

Voorbeeld- Beschouw een VﬂerVIak in- E3 en verbindt een punt P binnen ,
het viervlak met de vier hoekpun*eﬂ« Laat X bestasn uit deze vier ver-
binjende segmenten en de ribben van het ne"vlaka Zij Y~Ez . .'Dan zijn |
hw dimensietypesvan X en Y onverge hjkbaar» ‘ ‘

GcA?ausder‘f heeft met bnhnlp van de Zan yudﬁman sionsle maat een
dimer si@begrip in evoexd? dat\naar hem een dlmensie,vaﬁ Hausderff wordt
asiesmal e A e o i i   1

Zij X een metrische ruimte ew ¥ een reeel getal ;iéf@ ZijfEl?f¢ S
en besnhouw nu ahle ve dellngev Al oy ¢”‘ SR D

X: = .A i-‘» A'-Z Vae»v‘g_‘_"/‘wi

o ¥ 1o atse L ,,,4.*"7,4)«:2:
. an 3 1@ af plbaau vele verz&melmng n aq mgﬁ~d*4me er
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Zij nu

i 0= it L1

Als £ monotoon tet nul nedert, dan stijgt m j: (X) monotoon nsar een
{al dan niet oneindige)limiet m_(X). Dus- g (X) = 11m mpe'(X)n Men
noemt mP(X) de p-dimensionale maat van X. Men ziet gemakkellgk in,
dat veor p<gq geldt m_ (X)>m (X)+ In het bijzonder:-als mp(X)<<*“?'
ﬁan.is*mq(x) = 0; als mq(X)>§0 dan iS‘mp(K) = &0 .

Defe. Onder de dimensie van Hausdorff van de metrische ruimte X ver-
staat men het supremum van de verzameling der reéle getallen Sy Waar~
¥20rVoor mp(X);> O

voorbeeld. De verzameling C van Cantor, bestaande uit alle reele getal-

len van de verm = oo
iy

?;?

~ [\J}

net a . 3 ~di e = 2082 .
v 8 =0 of 2, heeft een H dimensie = 7725 0,63.

flen maakt dit plausibel door er op te wmjzen, dat men C kan insluiten
-n 2 intervallen, ieder der lengse 3 ~+ Voor deze verdeling is

2 [lf/v4;’f]g=»l-. §-n/2; /E%ﬁ/)h

»

'8Or n -3, ov  treedt een limiet 0 < m<eo op alleen als pz%%%—g-.

‘oor metrische separabele ruimtes heeft Szpﬂjajn bewézen:

a: H-dim. X = dim. X
b. inf. H~dim. (X') = dime X

ls we llnkaXde verxamellng van alle met X homeomorfe {en dus metrische)
aboa 1¢ten ey rlopen., | ‘
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§6. Belangrijike stellingen uit de dimensietheorie.

.

. ) » n
telllng 15. Nodig en voldoende cpdat een deelverzame,lin/g A van B
- “" Ty 2
meen n-dimensionale verzameling is, 1s dat A een niet leg%—.‘x‘verzamel:!.ng
vevet, die open is in B

Defe On der een overdekking van een ruimte X verstaan we een alrdlg
stel open vermamelingen

o .« 0 .

U] quGqu"‘»m@t X= U] + L ot UJZ_,'

Het grootste getal n waarvoor nog n+i verzamel‘ingen uit de over-
dekking:bestaan met een niet lege doorsnede heet de orde van de over-
dekkinge '
Een overde}*kn.ng; S heet een verfn;y?iing van de ovérdekklng o
iedere verzameling van de ovevd@kk:mﬂ/ﬁbevat 'LS in een of andere
.L"Lng van de overdekking & o ‘

. 4 -

, ZlJ X een ruimte mm; dim. X c:‘nw Dan lS X homeomor:t‘ met
deelverzameling van Lgwsi o ’ :

o een bverdekking van X en g een afbeelding van X in een
noemen g een X ~afoeelding als bij ieder ‘pv:nt )f Yo &
U van ye bestaat, waarvan het orlg:t.neel voor de afbeeldlnp
is in een verzameling ul i+ de’ overd.ek‘l«:ingg ‘

Een ruimte X heeft dan en alleen dan een dimensis < n
overdekk:.ng O van X een &X -afbee:l ding bestaa.’c van X Op
van di mensie = ns : : , ot :
 verstaan we onder qen polytooP zekere ve'ﬂzamellngen in een
lidlsche ruimte, die z,.:jn spgebouwd usﬂ— emdlﬁ vele dusjuncte open
lexen (punten, Opsn 1ntprvallen enzs) 20 da“f‘ net z.edar S:J_mp_x.ex

a‘LlP zn.gvlc,.kken bevat zn,;ma, : i

o Teder open simpliex me'b n+1 hoekpunten is homeomcrf met E en hee:ft
dus de dn.mens:.e n. Onder de dlmnsw van het p’JJ:;rWQp verstaan we d" : ;;’;_
g” ’osfe ander de d"m@naies van ae samem*qellendc s:.mplexpne : e

13 A een- deelverzameling va.n X en «ﬂx} een afbeelmng van A. m
ffl;im’se Y . Een afbeeldlng F*’ 3,) van X in )’ Waarvoor g,edlt

l‘[x) 7[[34) ;a,f/) xé/’

ihee’c een uitbreiding van de a:fbeelding f cver X«
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14.

‘sel] ing 19, Een ruimte X heeft een dimensie < n dan en alleen dan ,
als voor elke afgecloten verzameling C en elke afbeelding van C in Sn
‘er een uitbreiding van I cver X bestaat. ‘

1A
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1‘7«"‘,“& X en Y zijn twee ruimtess We zeggen, dat een afbeelding f van
in Y homotoep is mah een afheelding g van X in Y, als er een ccntinue
3, anetis bestaat met ervgumenten ¥ & X 2 O :3—?/-‘ S/ en functie-

.]!];‘gg A en ﬂn Y’ wasrvess ge ks

.7//E;z))= 7KKX)L .7f// Ve g /&J

£ d ‘ '

§§N},ﬂl},§?m€p~; Laten f en g twee afbeeld.:‘tngen zijn van X in Sy Zij

,gf*g,wf."‘ ey Gat voor de verzameling T van punten ¥ wasrvoor f(x),v# g«-v
dl.»«.ﬂ‘?"G = n-1 heeft.Dan ziin T en g uorm"boolo- '

We noemen een afbeelding f van-X in Y homotoop nul, als f homo-
'hoop i3 mes de constante afbeeldinge. U,ui; de vorige stelling volgt
Qnmlddalllgk e T | i
Stelling 21. 7ij X een ruimte met djm‘:X<:n.'Daniz13n alle afbeeldingen
ven X in 8  homotcop met pula V | -

Stel;lng 22«. (Invamanten’theoréma van Brouwer) . Als A en B ‘!:wee homeo- ‘
morfe deelverzamelingsn van E zijn, dan cor re%ondeert met een inwendig
pxmu van A een Bnwendig pun“b van B in de homeomo”fz e

. ) B . i . i
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